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三维空间中有距离,夹角等概念 坐标系====⇒三维数组向量空间 R上向量的
模长和夹角.
比较容易地推广到 Rn: |(x1, · · · , xn)| :=

√
x21 + · · ·+ x2n .

问题: 如何推广到抽象的线性空间上呢?

线性空间
基α1,··· ,αn←−−−−−→

1:1
Rn

向量 v ←→ 坐标
线性变换 A ←→ A

?? ←→ 长度,夹角
A (保持长度) ←→ ??

A (??) ←→ 转置矩阵
A (??) ←→ 对称矩阵
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回顾 R3 上的模长与夹角公式:
|a| =

√
(a, a)

θ = arccos (a, b)√
(a, a)(b, b)

容易看出模长和夹角可以由内积完全确定. 反之,内积可由模长唯一确
定

(a, b) =
|a + b|2 − |a|2 − |b|2

2
.

总结 R3 上内积有如下基本性质:
1 对称性

2 线性性

3 正定性

为了在一般的 R-线性空间上定义度量,我们需要引入一般空间上的内
积.
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欧氏空间的定义

定义 (内积,欧氏空间)
设 V为有限维 R-线性空间. 若存在一个映射 (−,−) : V× V→ R满足:

1 对称性: (a, b) = (b, a);
2 双线性: (λa, b) = λ(b, a), (a + b, c)(a, c) + (b, c);
3 正定性: (a, a) ≥ 0,且等号成立当且仅当 a = 0,

则称 (a, b)为 a和 b的内积. 带内积的 R-线性空间称为欧氏空间(或,欧
几里得空间).

欧式空间 = R-线性空间 +内积;
R-线性空间 =集合 +加法 + (R)数乘

注: 内积 (−,−)对第二个分量也是线性的.

性质 (内积的基本性质)

1
(∑k

i=1 λiai,
∑m

j=1 µjbj

)
=
∑k

i=1

∑m
j=1 λiµj(ai, bj);

2 (a, 0) = 0;
3 内积结构由一组基之间的内积完全确定.

主讲:杨金榜 地空楼 525 助教:苏煜庭、陈鉴、夏小凡 线性代数 中国科学技术大学 2023春 欧氏空间



模长与夹角

为了定义夹角,我们需要引入:

定理 (Cauchy-Schwarz不等式)

设 V为欧式空间. 对于任意 a, b ∈ V,我们有
|(a, b)| ≤

√
(a, a) · (b, b).

证明思路:考虑二次多项式 (xa + b, xa + b)的判别式.
可以定义夹角了!(不确定原理.)

定义 (长度,夹角)
设 V为欧氏空间. 对于任意向量 a, b ∈ V,

1 称 |a| :=
√

(a, a)为 a的长度(或,模长);
2 称 |a− b|为 a和 b之间的距离.记为d(a, b).
3 若 a, b不为零,定义 a和 b之间的夹角为 θ = arccos (a,b)

|a|·|b| . 特别地,
当 (a, b) = 0时,称 a与 b正交或垂直,记为 a ⊥ b.

4 称 a为单位向量,若 |a| = 1. 若 b ̸= 0,称 1
|b|b为 b的单位化.
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距离基本性质

性质

1 对称性: d(a, b) = d(b, a);
2 正定性: d(a, b) ≥ 0,等号成立当且仅当 a = b;
3 三角不等式: d(a, c) ≤ d(a, b) + d(b, c);
4 勾股定理: a ⊥ b当且仅当 |a|2 + |b|2 = |a + b|2;
5 菱形定理: 若 |a| = |b|,则 (a + b) ⊥ (a− b).
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内积的基本例子

例

设 V = Rn,对于任意两向量 a = (a1, · · · , an)和 b = (b1, · · · , bn),定义
(a, b) = a1b1 + · · ·+ anbn.

则 (−,−)为 V上的一个内积.这一内积给出通常的模长和夹角. 此时
Cauchy-Schwarz公式为( n∑

i=1

aibi

)2

≤

( n∑
i=1

a2i

)
·

( n∑
i=1

b2i

)
.

例

类似的 (a, b) = a1b1 + 2a2b2 + · · ·+ nanbn 也可以定义 V = Rn 上的一
个内积.
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内积的基本例子

构造一个内积使得给定的一组基均为单位向量且两两垂直.

例

设 α1, · · · , αn 为 n维 R-线性空间 V上的一组基. 对于任意向量
α, β ∈ V,定义

(α, β) = a1b1 + a2b2 + · · ·+ anbn,

其中 (a1, a2, · · · , an)和 (b1, b2, · · · , bn)分别为 α和 β 在基 α1, · · · , αn
下的坐标. 则 (−,−)为 V上的内积.在此内积下 α1, · · · , αn 均为单位向
量且两两垂直. 即,

(αi, αj) = δij =

{
1, i = j;
0, i ≠ j.

任意有限维实线性空间一定存在内积. 注:任意内积均为这一形式!
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Hilbert空间

在无穷维空间上也可类似的定义内积.

例 (无限维空间上的内积)
对应任意 [a, b]上的连续函数 f, g ∈ C[a, b],定义

(f, g) :=
∫ b

a
f(x)g(x)dx.

类似地,定义连续函数的模长,夹角和正交等概念.此时 Cauchy-Schwarz
公式为 (∫ b

a
f(x)g(x)dx

)2

≤

(∫ b

a
f(x)2dx

)
·

(∫ b

a
g(x)2dx

)
.

当 a = −π,b = π时,三角函数 1, cos x, sin x, cos 2x, sin 2x, · · · 在这一内
积下两两正交.

我们称带内积完备的R-线性空间为Hilbert空间.
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内积的矩阵表示与标准正交基

设 α1, · · · , αn 为欧氏空间 V的一组基. 任取 α = a1α1 + · · ·+ anαn,
β = b1α1 + · · ·+ bnαn ∈ V,则

(α, β) =

n∑
i=1

n∑
j=1

aibj(αi, αj). (1)

因此内积 (−,−)由值 gij := (αi, αj)(1 ≤ ij ≤ n)唯一确定. 记
G := (gij)n×n.

称 G为内积 (−,−)在基 α1, · · · , αn 下的度量矩阵. 记

x =

a1
...

an

 , y =

b1
...

bn


则(1)可简写为

(α, β) = xTGy.
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通过度量矩阵我们有如下映射

V上的内积
基α1,··· ,αn // R上的 n阶矩阵

(−,−) � // G =
(
(αi, αj)

)
n×n

问题: 哪些矩阵落在这个映射的像集里面?即,哪些矩阵能够成为某个
内积的度量矩阵?

性质 (度量矩阵的基本性质)
1 设 G为 V上某内积 (−,−)在基 α1, · · · , αn 下的度量矩阵. 则

G为实对称矩阵;
对任意 x ∈ Rn,都有 xTGx ≥ 0,且等号成立当且仅当 x = 0.

称满足如上性质的矩阵为正定矩阵. 因此内积的度量矩阵为正定
矩阵.

2 反之,对于任意给定的正定矩阵 G,通过
(α, β) := xTGy

可以构造出 V上的一个内积,其中 x, y为 α和 β 的坐标.
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问题:
1 不同基下度量矩阵之间的关系?
2 度量矩阵的最简形式,在哪组基下度量矩阵为最简单形式?

性质

设 P为欧氏空间的两组基 α1, · · · , αn 和 η1, · · · , ηn 为之间的过渡矩阵

(η1, · · · , ηn) = (α1, · · · , αn)P.
设内积在 α1, · · · , αn 和 η1, · · · , ηn 下的度量矩阵为 G和 G. 即,

G =
(
(αi, αj)

)
n×n

, G =
(
(ηi, ηj)

)
n×n

.

则
G = PTGT.

证明思路:
G(i,j) = (ηi, ηj) =

( n∑
s=1

psiαs,
n∑

t=1
ptjαt

)
=

n∑
s=1

n∑
t=1

psiG(s,t)ptj = (PTGP)(i,j).
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相合关系及其基本性质

定义 (相合)

称两个矩阵 G和 G相合,若存在可逆阵 P使得
G = PTGP.

性质

1 内积在不同基下的度量矩阵相合;
2 相合为等价关系.

实对称矩阵的相合分类,以及相合标准形 (第八章).
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标准正交基
度量矩阵的最简形式?为了回答这一问题,我们需要引入标准正交基.

定义 (标准正交基)
设 V为 n维欧氏空间.

1 称由一组两两正交的非零向量为正交向量组;
2 称由正交向量组构成的基为正交基;
3 称由单位向量组成的正交基为标准正交基.

例

设 (−,−)为 Rn 上的一内积.
1 若 ((x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn)) =

∑n
i=1 xiyi. 则自然基

e1, · · · , en

为一组标准正交基.
2 若 ((x1, · · · , xn), (y1, · · · , yn)) =

∑n
i=1 ixiyi. 则

e1,
e2√
2
· · · , en√

n
为一组标准正交基.
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